Statistica Lez. 9

Modelli probabilistici — variabili casuali

LLe variabili casuali costituiscono il legame tra il cal-
colo della probabilita e gli strumenti di statistica
descrittiva visti fino ad ora.

Idea: pensiamo al ripetersi di un esperimento ca-
suale in cui viene rilevata la distribuzione di un
fenomeno statistico

Possiamo considerare le frequenze relative osserva-
te sui differenti valori come |la probabilita con cui
questi valori possono presentarsi

L'insieme dei valori assumibili dal fenomeno sta-
tistico e le probabilita associate costituiscono un
modello del fenomeno

LLe variabili casuali sono proprio tali modelli: studie-
remo le variabili casuali discrete (descrivono princi-
palmente fenomeni di conteggio) e le variabili ca-
suali continue (descrivono fenomeni che possiamo
misurare)
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Variabili casuali discrete

Dato un esperimento casuale i cui possibili esiti
sono in numero finito (o al pit numerabile), una
variabile casuale € un risultato numerico attribuito
a ogni possibile esito di tale esperimento

Def: La variabile casuale € una funzione che asso-
Cia ad ogni evento elementare un valore numerico

X Q2 —-R
w — k

Esempio: abbiamo il seguente esperimento. Lan-
ciamo due volte una moneta regolare. Le proba-
bilita associate agli eventi elementari in un lancio
sono P(T) = P(C) = 3.

Gli eventi elementari in due lanci sono

Q = {TT,TC,CT,CC}

Sia X il numero di teste ottenuto nei due lanci, la
variabile casuale assume i valori riportati in tabella

w € Q T | TC | CT | CC
P(w) 1/411/4|1/4|1/4
X(w)=z| 2 1 1 0
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X rappresenta il risultato numerico dell’esperimen-
to

Possiamo sintetizzare |la tabella raccogliendo i va-
lori distinti assunti da X e le probabilita con cui
assume ogni valore

Abbiamo |a tabella della distribuzione di proba-
bilita di X

X=z | O | 1 | 2
P(X=u=z)|1/4|1/2]1/4] 1

LLa rappresentazione grafica della distribuzione di
probabilita € analoga a quella della distribuzione di
frequenza relativa per i caratteri discreti
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Riassumendo:

e Una variabile casuale discreta € un modello ma-
tematico X

e Assume i valori =1, o, ..., xL
e Conrispettive probabilita P(X =x;),i=1,...,k.

L'insieme delle P(X = z;),i = 1,...,k si chiama
distribuzione di probabilita ed & tale per cui

k
Z P(szz) =1
1=1

Possiamo scrivere X = {x;, P(X =«x;),i=1,...,k}

Quando si definisce una v.C. Ooccorre sempre dare
I valori che assume e la distribuzione di probabilia

X ==z Hxl‘azg‘ ka
P(X=uz)|p1|p2]|--- pr|1
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Esempio: consideriamo il lancio di due dadi e la
v.c. X somma dei punteggi realizzati con i due
dadi
Q=4{11,12,13,14,15,16,
21,22,23,24,25, 26,
31,32,33,34,35, 36,
41,42, 43,44 45 46,
51,52,53,54,55,56,
61,62,63,64,65,66}
La variabile X pu0 assumere uno dei valori tra 2 e
7 e la distribuzione di probabilita e

X=z | 2|3 |
22

| 5| 6| 7| 8| 9|10 11 | 12
_P(Xf::x)‘ ‘ K2 N T -

‘36‘36

Slet
w
(0)}
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(o)}
)}
)}

36‘3

(@]

LLa rappresentazione grafica della distribuzione
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Esempio: Popolazione di 5 individui (5 aziende) di
cui vogliamo studiare un certa caratteristica (nu-
mero di dipendenti). Effettuiamo un campiona-
mento rilevando il dato solo su 3 aziende. Sia-
mo interessati al numero mediano di dipendenti.
Trovare la distribuzione di tale numero.

Supponiamo che le aziende abbiano {1,3,5,7,9}
dipendenti (a noi non & noto). I possibili campioni
che si possono estrarre sono

(5) _5-4.31

= = 10
3 3!. 2l

Q={(1,3,5),(1,3,7),(1,3,9),(1,5,7),(1,5,9),
(1,7,9),(3,5,7),(3,5,9),(3,7,9),(5,7,9) }

Ciascun evento ha probabilita 1/10 di comparire
(P(w) =1/10)

Costruiamo la variabile casuale X = mediana cam-
pionaria

La mediana vera della popolazione € 5

La v.c. X assumera valori diversi a seconda del
campione estratto.

Vogliamo calcolare la sua distribuzione
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Associamo ad ogni elemento w dello spazio cam-
pionario 2 il valore della Media campionaria X (w)

w X (w)
(13,5)| 3
(1,3,7) 3
(1,3,9)| 3
(1,5,7)| 5
(1,59)| 5
(1,7,9) | 7
(3,57)| 5
(3,5,9) 5
(3.7.9) | 7
(5,79 | 7

Per cui la variabile casuale X risulta avere la se-
guente distribuzione

x| P(X =)
31 3/10
5 4/10
71 3/10

LLa frequenza con cui ci aspettiamo che un certo va-
lore x; della mediana si realizzi € pari alla probabilita
dell’evento P(X = x;).
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Variabili Casuali, fenomeni e osservazioni

I fenomeni statistici sono descritti teoricamente dal-
le variabili casuali

Noi abbiamo visto che un fenomeno statistico os-
servato ha una distribuzione

Anche |la variabile casuale che descrive quel fenome-
no ha una distribuzione (di probabilita)

La distinzione fondamentale &€ che |la distribuzione
di probabilita ci dice con quali probabilita osserve-
remo certi valori del fenomeno, mentre la distri-
buzione di frequenza fotografa quanto & accadu-
to all'interno di un particolare campione di dati di
ampiezza n

Nota la distribuzione di probabilita di una v.c. pos-
siamo calcolare probabilita del tipo P(X < z). Nel-
|I'esempio precedente:

P(X<5) =P(X=3)4+P(X =5)
3 4 7
= = —=0.7
10 T 10 10
In termini piu generali si pud usare la formula

P(X<z)= ) P(X=ug)

T;<x
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Variabili casuali continue

Z1

S

Sia X la variabile casuale che registra i gradi x;, as-
sumera tutti valori dei gradi nell’intervallo (0,360).
Quindi i casi possibili sono 2 = (0,360). Se dob-
biamo calcolare la probabilita che X assuma un
certo valore x; succede una cosa pocCo piacevole:

casi favorevoli 1
P(X = a;) = 7 CasI Tavorevoll _ 1 _,
# casi possibili 00
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Proviamo un’altra strada: con quale probabilita la
variabile casuale X, assumera un valore tra 0 e 90°7

90°

P(X <90)=1/4=0.25
Questa probabilita pud essere calcolata come
20 1 90
d

P(X<90)= | ——doe=—"—=0.25
o 360 360
La funzione f(z) = 535, per 0 < z < 360 & la
densita di X

10
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LLe variabili casuali continue sono definite a partire
dall'insieme dei valori assumibili e dalle probabilita
del tipo P(X < x)

Queste probabilita sono espresse attraverso la fun-
zione f(-), detta densita di probabilita, come

P(X <z)= / F(u)du

Questa e un’estensione della formula

P(X <zx)= Z P(X = x;)

T, <T

Calcolare l'integrale corrisponde a calcolare |'area
sotto la curva f(-) stessa. In generale non dovre-
MO mai calcolare questi integrali perché esistono
le tavole che contengono i valori di quegli integrali
per i vari valori di x

Esempio: Sia X l|la variabile casuale che assume i
valori (0,360) con funzione di densita f(z) = 3¢5
Abbiamo

xr
1 1
—O0

11
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Ad esempio se X ha densita f(-) abbiamo
1

P(X<1)= / f(u)du = AREA 1
— OO

Il tratteggio rappresenta 'AREA 1

0.4

P(x<1)

f(x)
0.3

0.2

0.1

0.0

Esempio: continua esempio

360

Xr
1 1
P(X§90):/%du——9o:_
0

1
4

12
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Possiamo anche calcolare:

P(—2< X <1)= /12 f(u)du = AREA 2

Il tratteggio = AREA 2

P(X >1) = /1+OO f(u)du = AREA 3

Il tratteggio = AREA 3
13
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Riassumendo:

e Una variabile casuale continua & un modello
matematico X

e E dotata di una densita f(x) tale che

O

f@)>0 e [ fwdu=1

— 00

e Per calcolare le probabilita con cui la v.c. con-
tinua assume valori in un intervallo si utilizza la
funzione di distribuzione

T

Fle)=P(X <x) = / f(u)du

— 00

e Le probabilita sono calcolate come

Pla< X <b)=F(() — F(a)

Attenzione: per le variabili casuali continue si ha
sempre P(X =x) =0
14
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Valore atteso e varianza

La media di una variabile casuale viene anche chia-
mata valore atteso

Per le v.c. discrete & definito come
k

p=EX)=)>) =z - P(X =)
i=1
Si noti I'analogia con la media aritmetica
k
T=) =z fi
i=1
Per le v.c. continue
©.@)
/ xf(x)dz
— 00

La varianza per le v.c. discrete e definita
2 b 2
o< =Var(X) = Zl(aiz — )< - P(X = x;)
i=
analogamente al caso della statistica descrittiva
k
0% = '21(337; — )% f;
i=

15
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Mentre per le v.c. continue

©.@)

o2 = Var(X) = / (z — )2 f(2)da

— 00

Esempio: calcoliamo il valore atteso e |la varianza
della variabile casuale Mediana campionaria.

LLa distribuzione &

x| P(X =ux)
31 3/10
5| a/10
7| 3710
3
1=1
3 4 3 9+20+21
—3. > 45. 2 47 3 9720 F2_q
10 10 10 10

3
Var(X) = 3 (z; — p)? P(X = ;)
1=1

_(2_£)2.3 _ey2. 4 _ey2. 3
= (3-5) 10+(5 5) 10+(7 5) 0
12412

10

2.4

16
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Esempio: calcoliamo il valore atteso e |la varianza
della variabile casuale somma dei punteggi realiz-
zati con due dadi

LLa distribuzione &

X=z || 23| 4|5 ]|]6]|7]8]9|10]11] 12|
P(X=2) | 55 | 35 | 36 | 36 | 36 | 36 | 35 | 36 | 36 | 36 | 36 Il
11
p=EX)=) z;P(X=uz,)=7
1=1

LLa varianza possiamo riscriverla come
u 2
Var(X) = Y (z — ) P(X = ;)
i=1

k
— Z CCZQP(X = CCz) — ,LL2
i=1
In analogia al caso della statistica descrittiva

k
0?2 =Y 22f; — (2)?
i=1
Abbiamo quindi per X
11
Var(X) Y z?P(X = x;) — (7)? = 54.83 - 49 = 5.83
i=1

17
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Esempio: calcoliamo il valore atteso e la varianza
della variabile casuale continua X che indica i gradi
di una freccia fatta girare su una ruota. Abbiamo
visto che i valori possibili sono 2 = [0,360), mentre

la densita & f(z) = 5¢5. 1l valore atteso &

0 11,1
u:E@Q:/ r——
o “360°" " 2" 360

Anche per le v.c. continue possiamo calcolare la
varianza in un modo piu semplice

‘360 — 180

2 =var(X)= [ (a-w?f(@)dz = [ 22f(a)de—p?

Quindi per il calcolo della varianza calcoliamo prima

360 1 1 5 1 3602
/ 2 du — —23 360 _

o 360 3" 36010 3
LLa varianza & data da
3602 3602
0% = — (180)% = =

18
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Proprieta di Media e Varianza
Sia X una v.c. tale che y = E(X) e 0% = Var(X)

Sia Y una v.c definita come Y = a + b X, allora
E(Y)=E(a+bX)=a+bE(X)
e

032/ = Var(Y) = Var(a+ b X) = b’ Var(X) = b° (7%

Se X ed Y sono due v.c. allora

E(X+Y)=E(X)+E(Y)
Variabili Casuali Indipendenti

Due variabili casuali discrete
X = {CBZ,P(X zazi),i — 1,...,h}
Si dicono indipendenti se e solo se V 7,7
P(X =x;,Y =y;) = P(X =x;) - P(Y = y;)
Se X ed Y sono anche indipendenti si ha che
Var(X +Y) = Var(X) 4+ Var(Y)
19



