Statistica Lez. 12

Gl intervalli di confidenza

e Intervallo di confidenza per la media (o2 nota)
nel caso di popolazione Gaussiana

Sia X una v.c Gaussiana di media p e varianza o2.

Se X1,Xo,...,Xn € un campione i.i.d. estratto da
X allora l'intervallo di confidenza per p di livello
1 — « si scrive nella seguente forma

— o

n

Lo stesso risultato vale se X €& qualunque pur-
ché I'ampiezza del campione sia sufficientemente
elevata

e Intervallo di confidenza per la media (¢2 incogni-
ta) nel caso di popolazione Gaussiana

Se il valore della varianza o2 non & noto calcoliamo

una sua stima attraverso lo stimatore 52.

Se X1,Xo,...,Xn € un campione i.i.d. estratto da
X allora l'intervallo di confidenza per p di livello
1 — o puO essere scritto nella seguente forma

(n 1)\/7
ue | X+ -
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La variabile ¢t di Student

Il valore tgi_al/)Q e il valore analogo a Z1-g Ma cal-
colato per la v.c. t di Student. Se indichiamo con
T 1 la v.c ¢t di Student con n — 1 gradi di liberta
abbiamo che

P(T <t1_a/2> =1-2

Quel valore di t si deve cercare nella tavola del-
la tabella che riporta i valori della t di Student
La distribuzione ¢t di Student & molto simile ad

una Gaussiana per forma ma € leggermente piu
appiattita

La variabile ¢t di Student e la N(O, 1)

dnorm (x)
0.2 0.3 0.4
! ! !

0.1

0.0
|
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La variabile ¢ di Student

tg
p=P(t<t®) = J "#(x)dx

Per trovare il quantile della distribuzione ¢t di Stu-
dent si procede come per i quantili della distribu-
zione gaussiana. L'area tratteggiata corrisponde

d
p=P (Tg < tz()g))

dove g sono i gradi di liberta e p la probabilita
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Esempio: il peso, in grammi, di alcuni granelli di
polvere identificati su una piastra di silicio si suppo-
ne distribuito come una variabile casuale normale
di parametri u e 2. 1dati sono riportati di seguito:

0.39 0.68 0.82 1.35 1.38 1.62
1.70 1.71 1.85 2.14 2.89 3.69

Dopo aver determinato una stima per u Si costrui-
scano gli intervalli di confidenza per |la media al
livello 95% e 99% supponendo o2 ignota

Calcoliamo la media campionaria xp

1 & 0.3940.68+ --- 4 3.69
In=—) z = + o = 1.685
n .= 12

Poiché o2 & incognita la stimiamo utilizzando la

statistica 52

_ 1 & _
87% =7 Z (z; — Tn)? = 0.85

i=1
L'intervallo di confidenza si ottiene attraverso la
formula

n 2

=2
= (:Eni S"tgn‘al))
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Nei due casi i valori della t di Student sono

11 11
o 0)85 =11 =201

t1 %001 = t6.995 = 3.106
2
Sostituendo i valori si ottiene

pe (1.10, 2.27) di livello 95%

u € (0.86,2.51) di livello 99%

Osservazione 1: a parita di n I'ampiezza dell’'in-
tervallo cresce al crescere dell'intervallo di fiducia

Osservazione 2: a parita di n e di livello di fiducia
1 — o si hanno intervalli pit ampi nel caso in cui la

varianza non €& nota

Osservazione 3: [|'ampiezza di un intervallo di
confidenza dipende solo da due quantita:
piezza campionaria n € il livello di confidenza 1 —

(87

I"am-
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La giusta scelta dell’ampiezza campionaria

La lunghezza dell'intervallo di confidenza per la
media nel caso in cui ¢2 & noto

L(n,a) = (X'n + 2z a\/—, — (Xn — Zl_i\f))

=2z1_g f
Mentre la lunghezza dell'intervallo di confidenza
per la media nel caso in cui o2 non & noto

B 1 §2 B 1 —2
L(n,a) = | Xp+t" o\ 2 — | Xn —t7 o/ 2
>\ n >V n

P
_ S
= 2¢1 752
2 n
L(n, o) non dipende dal valore assunto da X,. L'in-
tervallo avra sempre la stessa ampiezza a parita di

ampiezza campionaria n e livello di confidenza 1 —«

Si vuole trovare n tale per cui L(n,a) < C

L(?l,()é) — 221_%% < C 221_%% < \/ﬁ

o\ 2
> (21-55)

e quindi
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e Intervallo di confidenza per la proporzione inco-
gnita nel caso di prove Bernoulliane

Sia X una variabile casuale di Bernoulli di media p
incognita. Se Xi1,Xo,..., X, € un campione i.i.d.
estratto da X, allora Y7y X; ~ Bin(n,p). LO sti-
matore di p, pn € una Binomiale moltiplicata per il
fattore 1/n. Il teorema del limite centrale applicato
a pn Ci da
7z=2"r"L N(@,1)
p(1—p)

n

Ma i calcoli per ottenere l'intervallo di confidenza
per p a livello 1 — «a ci danno

= (ﬁnizlg \/p(ln—p))

che non & possibile calcolare in alcun caso essendo
p incognito

Se sostituiamo p con la sua stima p;,, si pud mostra-
re che vale ancora |'approssimazione alla variabile
Gaussiana e l'intervallo di confidenza per p di livello

=1 _5
= (ﬁnizlg \/pn( . pn))

l—«a e
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Esempio: su 150 pezzi prodotti da una macchina
ve ne sono 18 non conformi. Costruire un intervallo
di fiducia a livello 1 — a = 0.90 per la percentuale
di pezzi prodotti non in conformita

La stima della proporzione di pezzi non coformi é

18
5= -0 —0.12
P= 150

L'intervallo di confidenza ha la forma
=1 _5
pe (13“:‘:21& \/pn( pn)>
2 n

Zl—% — Z20.95 — 1.64

R 0.12(1 — 0.12)
c 1 1.64
P (p” \/ 150 )

0.12(1 — 0.12
pe O.12i1.64\/ ( )
150

dove

p € (0.076,0.164)

e l'intervallo di confidenza per p con un grado di
fiducia pari a 0.90
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Esercizio 1 un laboratorio produce molle per oro-
logi con due macchine diverse denotate con A e B.
LLa seguente tabella riporta i dati delle resistenze
delle molle prodotte dalle due macchine.

A |22 256 24 25 25 27 26 26 22 26 23 25
B |23 24 23 26 24 22 25 24 24

1. Fissata l'attenzione sul primo gruppo, e sup-
ponendo che la varianza sia nota e pari a g2 = O,
costruire un intervallo di confidenza per la media
incognita con un livello di fiducia paria 1—a = 0.95.

2. Di quanto deve essere aumentata la humerosita
campionaria affinché, a parita di tutte le condizioni,
I'intervallo di confidenza sia ampio 2.57

3. Supponendo che la varianza sia non nota, cal-
colare I'intervallo di confidenza con lo stesso livello
di fiducia.

4. Risolvere i punti 1. e 3. precedenti per il se-
condo gruppo. Dire inoltre di quanto deve esse-
re aumentata la numerosita campionaria affinché
I'ampiezza dell'intervallo calcolata al punto 1. per
il secondo gruppo raddoppi.
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Esercizio 2 La seguente tabella riporta i dati rela-
tivi ad una prova di produzione svolta in un’azienda
tessile. Un particolare tipo di stoffa € stato sotto-
posto a due diversi trattamenti di tintura (denotati
con T1l e T2) e si vuole vedere se le stoffe trattate
con il trattamento T2 hanno sensibilmente ridotto
la presenza di un fastidioso difetto.

T1 T2
senza difetto| 30 38
con difetto | 10 2

1. Costruire un’intervallo di confidenza per p»,
cioe la proporzione di stoffe con difetto che han-
no subito il trattamento 2, ad un livello di fiducia
1 — o= 0.80.

2. Costruire un'intervallo di confidenza per pq,
cioe la proporzione di stoffe con difetto che han-
no subito il trattamento 1, ad un livello di fiducia
1 —a = 0.80.

10



