ALGORITMO DEL SIMPLESSO (a)
ESEMPIO 1

Risolvere il seguente problema:

mlnCD =-X1— X2

S.a. -X1+X2§1
X1-6X2§1
2X1+ XleS
X1,X220

I1 problema riformulato con le variabili di scarto s, sz, 83 € :

min D+x,+x=0
S.a. - X1 + X5 + 8 =1
X - 6X2 + s, =1
2X1 + X2 + S3 :15

X1, X2, S, S2, 3= 0
trattandosi di un problema con vincoli funzionali di solo < (come in un problema di pianificazione
della produzione) una soluzione di base iniziale ¢ il punto di coordinate (0, 0, 1, 1, 15), cio¢

I’origine del piano x; X..

Il Tableau T dei dati (iniziali) del problema, ¢ una matrice cosi costituita

colonna
F (0} term noti
A | 0 b
T=
Riga funz. Obiet. -cT 0F 1 Y
nel caso in esame
X1 X2 $1 S2 S3 t.noti
-1 1 1 0 0 0 1
T= 1 -6 0 1 0 0 1
2 1 0 0 1 0 15
f.ob. 1 1 0 0 0 1 0 oxitx; +o=0

X = (Xl,Xz, $1,52 ,Ss),
'QT = (1’19 090’0)3
b=(1,1,15)

La base iniziale corrispondente alla soluzione di base x° = (0, 0, 1, 1, 15) ¢ data dalla seguente
sottomatrice di F

S1 S2 83

1 0 0

B’ 0 1 0
0 0 1

Esercitazioni di P.L. : Algoritmo del Simplesso(a) 1



Le variabili scarto s, sz, S3 sono variabili di base, mentre le variabili strutturali x; € X, non sono di
base.

Applicando la regola del pivot ¢ possibile generare, combinando le righe, una nuova colonna avente
le caratteristiche di una colonna di base (tutti 0 ed un solo 1), ricordando che tutto cio e possibile se
tutte le righe sono Li., per cui ogni riga e sostituibile con un multiplo di se stessa piu una
combinazione lineare delle altre.

La scelta dell’elemento pivot nella colonna considerata x; si effettua determinando tutti 1 rapporti tra
gli elementi della colonna dei termini noti ed i corrispondenti elementi della colonna x; (che entra in
base). L’elemento della colonna x; che determinera il minimo di tali rapporti, comunque positivo,
costituira I’elemento pivot.

Nel caso specifico il generico I’elemento pivot ¢ 1 della seconda riga che pertanto nell’operazione di
pivot restera immutato.

I1 tableau sara aggiornato ed i suoi elementi si determineranno nel modo seguente:

v=0 s

- }/‘] R R

I/'j—t 1¢J
Jk

con ¢ elemento della riga 1 del pivot.
La seconda riga, che ¢ la riga di appartenenza dell’elemento pivot, rimarra immutata in quanto
ottenuta dividendo la riga iniziale per 1

r,=r,

-1 I 0 0 0 1
K=r4r 1 -6 01 0 1

1 0 O 1 0 15

r=r,—2r, -2 12 0 -2 0 0 -2

1 1. 0 0 0 1 0
E =7, E -1 6 0 -1 0O 0 -1
la funzione obiettivo diventa: ¢ = —1-7x, +5, e var. di base (s, X1, s3)

La funzione obiettivo espressa in termini dei dati iniziali era
p=c'xmt v,
ora ¢

(Pz(g 'K;EN
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_ X
¢ =-1, ry=(7,-1) coefficienti di costo relativo € X, =[ 2]
Sy

Il nuovo Tableau é:

X1 X> S1 S S3 t.
noti
0 -5 1 0 0
T] = 0
0 -2 1 0
f.ob. 7 -1 0 1 -1

La soluzione di base cosi determinata non ¢ quella ottimale, giacche il valore di un coefficiente di
costo relativo € ancora positivo.

Questo significa che la soluzione di base corrente non ¢ ottimale e che la v.n.b. x, ¢ candidata ad
entrare in base, dal momento che il relativo coefficiente di costo relativo ¢ strettamente positivo.

L’elemento pivot ¢ 13 e quindi trasformando si ha:

— 1 2 1
ry=—1 o1 O0-— — 0 1

13 13 13
0-5 1 1 0O 0 2

— — 10 5
rl:rl+5r3 05 0 -— — 0 5

13 13

1 7
la funzione obiettivo diventa: ¢ = -8 — Esz + BS3 e var. di base (si,Xi, X2)

11 nuovo tableau diventa:

X1 X S1 S> S3 t. noti
0 0 1 3/13 513 0 7
T, = 1 0 0 e 0 7
0 1 0 e e 0 1
f.ob. 0 0 0 1/13 - 1 -8
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La soluzione di base cosi determinata non ¢ ancora quella ottimale, la v.n.b. s ¢ candidata ad
entrare in base, dal momento che il relativo coefficiente di costo relativo ¢ strettamente positivo.

L’elemento pivot ¢ 3/13 perché ¢ il minimo rapporto tra gli elementi della ultima colonna del
tableau ed i corrispondenti della colonna s,, quindi trasformando si ha:

— 13 1 1
h=—"nh 0 0 13 1 > 0 o
3 3 3
1 0 LR 0o 7
B 1 1313
S =1, — 1 1 1 5 7
o 0 --—-— -—— 0 --
13 3 13 39 3
0 1 2L 0 1
B 5 13 13
3= 13 h 0 0 2 2 1o 0 14
313 39 3
0 0 0 — T 1 -8
B B 1313
Py =Fy — il 0 0 L - o ./
3 13 39 3
0ne
: e 31 1 2 , _
la funzione obiettivo diventa: ¢ = — —+§ s+ 3 s, e var.di base ottimale (s2,X1, X2)
Il Tableau diventa:
Xi X2 S1 3 S3 t. noti
0 0 13/3 1 0
Ts;= 1 0 0 0
0 1 0 1/3 0
f.ob. 0 0 -1/3 0 -2/3 1 -31/3

I coefficienti di costo relativo sono tutti negativi pertanto siamo giunti alla soluzione ottima che ¢
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ESEMPIO 2

Un piccolo mobilificio costruisce tavoli e sedie .

Occorrono 2 ore per costruire un tavolo e 30 m per costruire una sedia.

L’assemblaggio viene fatto da 4 operai, ognuno dei quali lavora 8 ore al giorno.

I clienti acquistano al massimo 4 sedie per tavolo, ci0 significa che l'azienda deve

produrre al massimo 4 sedie per tavolo.

I prezzi sono 135€ per tavolo e 50€ per sedia, determinare la produzione giornaliera
ottimale di tavoli e sedie, affinché si realizzi il massimo profitto.

MODELLO MATEMATICO

Variabili decisionali x1 n° di tavoli da produrre
x, n° di sedie da produrre

fo. o= 135X1 + 50X2

s.a. Espressione di x, in termini di x;
I. 2x:+1/2x, <32 X< 64 -4 xq

II. 4x:> X, X2 < 4xq

I11. X1 X220 vincoli di non negativita

fo. w=135x,+50x%,

S.a.
2x; +1/2x, £32 X, < -4x, +64
4X1 > X2 4X] - X2 > 0 XzS 4X|
x1>0, x>0

Volendo risolvere lo stesso problema con I’algoritmo del simplesso riscriviamo il modello,
inserendo le variabili scarto e modificando la f. o. (esprimendo 1’obiettivo in termini di minimo)

2X1 + 1/2X2 + S1:32
-4x, + X, + 8 =0
X1, Xz,S1,5220

poiché il modello “tipo” di algoritmo del simplesso prevede la risoluzione di problemi di
minimizzazione € per simmetria max z = min —z, allora studieremo la funzione

¢ =-135x;-50 x,
2X1+ 1/2 X, + 8 =32
-4X1+ X2+ Sy = 0

Il tableau relativo al problema sara :

X] X2 S1 S2 ¢
I 2 1/2 1 0 0 32
I -4 1 0 1 0 0
To - 135 50 0 0 1 0

La base iniziale corrispondente alla soluzione di base x° = (0, 0, 32, 0) ¢ data dalla seguente
sottomatrice
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S1 S
B’ 1 0
0 1

Le variabili scarto s;, s, sono variabili di base, mentre le variabili decisionali X; € X, non sono di
base.

Si ha quindi -cyp =(0,0) -c 3=(135,50).

Il valore della f.o. nella base corrente € nullo, il valore dei coefficienti di costo relativo € dato da 5
= (135,50,0,0,0). La soluzione di base corrente non ¢ ottimale entrambe le v.n.b. x; € X, sono
candidate ad entrare in base, dal momento che i rispettivi coefficienti di costo relativo sono
entrambi positivi.

Selezioniamo la variabile x; per I’introduzione nella base: dobbiamo applicare la generica iterazione
dell’algoritmo del simplesso.
L’elemento pivot nella colonna considerata x; ¢ il 2 appartenente alla 1" riga.

Modificando le righe si ha:

7”12;7’1 1 1/4 12 0 0 16
S — 4 Ar 4 1 1 0 0
202 ! 1 2 0 64
0 2 1 0
gzr0—135;1 50 0 0 1 0
2135 -135/4 - 0 0 -
0 1352 0 1 -2160

La funzione obiettivo diventa: ¢ =—2160—65/4x, +135/2s, e var. dibase (x;, s1)

Il tableau sara :

X1 X2 S So ()
I 1/4 1/2 0
1) 0 1 0
To 0 65/4 -135/2 0 1 -2160

La soluzione di base cosi determinata non ¢ ancora quella ottimale, giacche il valore di un
coefficiente di costo relativo ¢ ancora positivo, la v.n.b. x, ¢ candidata ad entrare in base, dal
momento che il relativo coefficiente di costo relativo ¢ strettamente positivo.

L’elemento pivot nella colonna considerata x; ¢ il 2 appartenente alla 2" riga.

Modificando le righe si ha:
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P 0 1 1 12 0 32
2
;1 =7 — 1/45 1 172 0 16
0 -1/4 0 -8
1 -1/4 0 8
g=r0_65/4g 0 65/4 0 1
0 -65/4 -65/8 0
0 0 -65/8 1

La funzione obiettivo diventa: ¢ = —2680+335/ 4S1 +65/ 2S2 e var. di base (xi, X2)

11 tableau sara :

X1 X2 S1 S2 ()
I 1/4 0 8
19 1 0
Io 0 0 -335/4  -65/8 1 -2680

Il valore cosi ottenuto della f.o. ¢ € minimo risultando tutti i coefficienti di costo ridotto negativi.

Quindi se la ¢ risulta minima la ® ¢ massima ed ¢
® =2680
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ESEMPIO 3
Risolvere il seguente problema:

Max o =40 x; +50 x, +100
s.a. 2x1+ x2<12
-4X1+ 5 X2§20

X1+ 3X2 S 15

X1, X2 2 0

O=-0 e P=-0
max ® = max- @ = min @

I1 problema riformulato con le variabili di scarto s, sz, 83 € :

min ® = - 40x; - 50 x2 —100 ¢ + 40x; + 50 x, = -100
S.a. 2 Xy + Xz + 8 =12
-4 X1 +5x5 + S =20
X1 +3X2 + S3 = 15

X1, X2, S1, 52,83 >0
trattandosi di un problema con vincoli funzionali di solo < ( come in un problema di pianificazione
della produzione) una soluzione di base iniziale ¢ il punto di coordinate (0,0, 12,20,15), cio¢

I’origine del piano x; X..

Il Tableau T dei dati (iniziali) del problema, ¢ una matrice cosi costituita

X1 X2 S1 S2 S3 (0] t. noti
2 1 1 0 0 0 12
T= -4 5 0 1 0 0 20
1 3 0 0 1 0 15
f.ob. 40 50 0 0 0 1 -100

X = (X1,X2, 81,82 83),
c'= (40, 50, 0, 0, 0),
b= (12, 20, 15)

La base iniziale corrispondente alla soluzione di base x° = (0,0,12,20,15) ¢ data dalla seguente
sottomatrice di F

S1 S2 83

1 0 0

B’ 0 1 0
0 01

Le variabili scarto si, s, S3 sono variabili di base, mentre le variabili strutturali x; € X, non sono di
base.

11 valore della f.o. nella base corrente ¢ nullo, il valore dei coefficienti di costo relativo ¢ dato da 1
= (40, 50,0,0,0). Questo significa che la soluzione di base corrente non ¢ ottimale e che entrambe le
v.n.b. X; € X, sono candidate ad entrare in base, dal momento che i relativi coefficienti di costo
relativo sono entrambi strettamente positivi.

Possiamo selezionare la variabile x, per I’introduzione nella base: dobbiamo applicare la generica
iterazione dell’algoritmo del simplesso.
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L’elemento pivot ¢ 5 della seconda riga e modificando le righe si ha:

g:lrz 45 1 0 15 0 0 4
5

= —r 2 1 1 0 8 8 12
14/5 0 1

I
1775 0 0 35 1 0 3

s — o _50- 40 50 0 1 -100

00 2 40 -50 0 0 -200
80 0 0 -10 0 1 -300

La funzione obiettivo diventa: @ = -300-80x, +10s, e var.base (s1X253)

Il tableau sara :

X X2 Si S S3 (0] x;=0 v.n.b.
n14/5 0 0 8 x2=4v..b.
rn  -4/5 0 0 4 si =8 v.b.

3 17/5 1 0 3 s> =0 v.n.b.
ro 80 0 0 -10 0 1 -300 s3=3v.b.

La soluzione di base cosi determinata non ¢ ancora quella ottimale, la v.n.b. x; ¢ candidata ad
entrare in base, dal momento che il relativo coefficiente di costo relativo ¢ strettamente positivo.

L’elemento pivot nella colonna considerata x; ¢ 17/5 appartenente alla 3" riga.

Modificando le righe si ha:

’y = S ”
17 10 0 317 S17 0 1517
E:r]_14/52 14/5 0 1 0 0 8
145 0 0 1417 0 -42/17
o 0 1 14170 94/17
A/ 1 0 15 0 4
n=h 5 0 0  -12/85 0 12/17
1 0o 117 0 80/17
o _80r 0 0  -10 1 1300
"o =7 3 0 0 240/17 0 -1200/17
0o 0 7017 1 -6300/17
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La funzione obiettivo diventa: ¢ =—6300/17—-70/17s, +400/17s,

e var.base (s1, X2 X 1)

Il tableau sara :

X1 X5 S S S3
I 0 0 1 -14/17
1) 0 1 0 4/17
I3 1 0 0 5/17
To 0 0 0 -400/17

¢
0
0
0
1

X1 =15/17 v.b.
x,=80/17 v.b.
$1=94/17 v.b.
s;=0 v.n.b.

-6300/17 s3=0v.n.b.

La soluzione di base cosi determinata non ¢ ancora quella ottimale, giacche il valore di un
coefficiente di costo relativo ¢ ancora positivo, la v.n.b. s, ¢ candidata ad entrare in base, dal
momento che il relativo coefficiente di costo relativo ¢ strettamente positivo.

L’elemento pivot nella colonna considerata s, ¢ 5/17 appartenente alla 1” riga.

Modificando le righe si ha:

17
ro= ?rl 0 0 17/5 1 - 14/5 0 94/5
o _1/17r 0 1 117 417 0 80/17
2 : 0 117 14/85 0 -94/85
0 1 0 2/5 0 18/5
= +3/17r 1 0 0 5117 0 15/17
ERE N 0 0 35 4285 0 28285
1 0 3/5 -1/5 0 21/5
=1, — 70/17;1 0 0 0 70/17 1 -6300/17
0 0 -14  -70/17 0 -6580/85
0 0 -14 0 1 -448
La funzione obiettivo diventa: ¢ = —448 +14s, +12s, ¢ var. base (52, X2 X 1)
Il tableau ¢:
X X2 S S S3 (0] x1=21/5v.b.
r 0 0 17/5 1 -14/5 0 94/5 x2=18/5 v.b.
2 0 1 -1/5 0 2/5 0 18/5 ;=0 v.n.b.
I3 1 0 3/5 0 -1/5 0 21/5 s =94/5 v.b.
To 0 0 -14 0 -12 1 -448 s3=0 wv.n.b.
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A(6,0)
B(21/5,18/5)
C(15/17, 80/17)

D(0,4)
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