ALGORITMO DEL SIMPLESSO (b)
ESEMPIO 1
-Metodo delle due fasi -
Risolvere il seguente problema:

min® =15x; +20 x>
s.a. x1 + 2x2 210
2x1 -3x2 £6
X1+ X2 2 6

x1, X220

Il problema espresso con le variabili scarto e surplus s,, s,, §; €:

min @-15x-20x,=0

s.a. X1 + 2x - S =10
2x1 - 3%, + s, =6
X1 + X2 - S3 = 6

X1, X2, §,,52, 83 20

ed il relativo tableau é dato da:

X1 X2 s, Sz Ss t. noti

1 2 -1 0 0 0 10
T= 2 -3 0 1 0 0 6

1 1 0 0 -1 0 6
f.ob. -15 -20 0 0 0 1 0

Si tratta di un problema con vincoli sia di > che di £ e presenta una soluzione di base
iniziale (0,0,-10,6,-6), cioe 1'origine del piano xi X, che non & ammissibile

L’inammissibilita della soluzione iniziale e data dal valore negativo di s, ed s5 ,

pertanto va ricercata una soluzione di base ammissibile iniziale e tale ricerca viene
ricondotta alla risoluzione di un altro problema “ausiliario” di P.L. che ammettera sempre
una soluzione di base ammissibile iniziale nota.

(*) in generale un qualsiasi problema puo considerarsi nella forma generale
4 T
min ¢" x

s.a. Ax b
X, S

+s=
20

=

per il quale si potra supporre sempre b = 0, senza perdere in generalita; infatti se per qualche
vincolo i si avesse b; < 0, sarebbe sufficiente moltiplicare per -1 entrambi i membri del vincolo
stesso.

E’ possibile segnalare 1'inammissibilita introducendo ulteriori variabili (artificiali o

temporanee) non negative t;, per ogni vincolo del problema iniziale, definendo cosi il
problema “ausiliario” attraverso i vincoli :
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xi ot 2% - 5 +t =10
2x4 - 3% + s, =
X1 + X2 - Sa + 3 =

X1, X2, §;,52, 8y ,t1, 1320

se tali vincoli ammettono una soluzione ammissibile in cui tutte le variabili artificiali sono
nulle, tale soluzione costituira una soluzione ammissibile del problema iniziale.

A questo punto l'inammissibilita e rappresentata dalla funzione y = t;+ t; e per poterla
eliminare si sviluppera una fase 1 in cui si minimizzera la funzione y, che rappresenta la
f.o. (artificiale) del problema “ausiliario”.

Una volta individuato il minimo della funzione y, se ne controllera il valore:

= 0 si e giunti ad una s.b.a. per il problema originario

sey
> 0 non esiste una s.b.a. per il problema originario, non esiste s.a. per

il problema originario e quindi la regione ammissibile & vuota

Fase 1
Ritornando al problema ausiliario, esso avra il seguente modello:

miny- H-t=0

x1  +  2x2 - ; +t =10
2X1 - 3X2 + S» =
X1 + X2 - s, tts =

X1, X2, 8§, ,52, 8y,t, 320

da cui risulta

X1 X2 s, S2 S5 t ts W b
n 1 -1 0 0 1 0 0
I 0 1 0 0 0 0
Is 0 0 -1 0 1 0
Yo 0 0 0 0 0 -1 -1 1 0

si pud determinare sommando alla riga rolal” e la 3" riga essendo t, e t; rispettivamente
17 e 3" variabile di base.

Io 0 0 0 0 0 -1 -1 1 0
I 1 -1 0 0 1 0 0

I3 0 0 -1 0 1 0

n

o equivalentemente da inserire nel tableau
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2X1+3X2-;-S3 +l.|J=16

Il tableau iniziale della fase 1 (fase dell’ammissibilita) e:

X1 X2 ; S2 573 t ts g b
I -1 0 0 1 0 0
I m——— 0 1 0 0 0 0
I3 0 0 -1 0 1 0
o eeeee eeee -1 0 -1 0 0 1

Si comincia ad applicare il procedimento iterativo dell’algoritmo del simplesso sul

problema “ausiliario”.

1° passo entra in base x;ed esce t; elemento pivot e 2 (prima riga -seconda colonna)

— 1
’”1:5”1 1/2 1 -1/2 0
E:”z+3;1 2 -3 0 1
———— 0
...... e 1
E_FB_E 1 1 0 0 -1
—— — e, 0 0
...... 0
a_,ﬂo 32 2 3 -1 0 -1
——— e e 0
............ 0 -
Il tableau ora risulta:
X1 X2 ; S2 g
I 1 - 0 0
19 0 e 1 0
13 0o | ....... 0 -1
To  eeeeen 0 0 -1
Y=1

0 1/2
0 0
0o ......
0o ......
0
0
t

0

o O

o= OO

0

o O

e}

S =

- oo £

16

t. noti

2° passo entra in base .s, ed escet;elemento pivot & 1/2 (terza riga -terza colonna)

r, =2r, 1 0 1 0
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=Rt 0 ... 00—,
0 0 1 - 0
— — 1 - 0 0 0
r=Entorn 0 0 ) ) 0
0 0 - 0 0
ro=r -1 0 0 e -
0 0 53 ——— - 0
0 _
Il tableau infine risulta:
X1 X2 s, 2 s, t ts y
' 1 0 0 0
I - 0
o) -... - 0

W =0 evar. base (x3, 5, .5, )

la soluzione ottima per il problema ausiliario e:

ed essa costituisce la s.b.a. per il problema originario.

Fase 2

min® =15x; +20 x

Il tableau iniziale é:
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X1 X2 S, So S3 (P b
I 1 1 O 0
I3 1 0 0 2
To veee  seses 0 0 1

Poiché x, € una variabile di base e la f.0. deve essere espressa sempre in termini di v.n.b si
determina la nuova della f.o. sommando alla rigaro 201,

f=r+20, 15 20 0 0 0 1 0
20 20 0 0 20 0 120
5 o 0 0 20 1 120

Si ottiene

Il tableau diventa:

X1 X2 S, S> g P b
1 1 0 0 ]
I3 1 1 0 0
To 0 1

La soluzione di base cosi determinata non & quella ottimale, giacche il valore di un
coefficiente di costo relativo e ancora positivo.

Questo significa che la soluzione di base corrente non & ottimale e che la v.n.b. x &
candidata ad entrare in base, dal momento che il relativo coefficiente di costo relativo e
strettamente positivo.

Per introdurre la variabile x; nella base: dobbiamo applicare ancora la generica iterazione
dell’algoritmo del simplesso.

1° passo entra in base x; ed esce .5, elemento pivot e 1 (terza riga -prima colonna)

r,=r 1 0 1 0 -2 0 2
g =7, - SE 5 0 0 1 -3 0 24
-5 0 -5 0 10 0 -10
0 0 -5 1 7 0 14
;1 =r-r 1 1 0 0 -1 0
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ro=r —5n, 5 0 0 0 - 1

- 0 - 0 0 -
0 0 - 1
Il tableau infine risulta:
X1 X2 S S2 S5 ¢ b
1 0 1 - 0 0
) 0 0 - 1 0
I3 . 0 0 - 0
Io 0 0 - 0 - 1

I coefficienti di costo relativo sono tutti negativi quindi & determinato il minimo della f.o.
¢ =110 in corrispondenza della s. b. a.

X1 ™ ceeees X2 = ceveeee So= eeeen Q=

che percio sara ottimale.

Graficamente si determina
e lara.

¢ le coordinate dei vertici e I'insieme delle variabili di base ad essi corrispondenti:

x, =0 -
A { : intersezionedi: x; =0 e .5 = O frontiere del vincolo di
X, +x,=6

segno x1= 0 e del 3° vincolo “tecnico” xi1 + x» =6 pertanto
poiché relative a vincoli non attivi sono v.b. (x,, s, , 82)

x, +2x, =10
intersezione di: ................
X, +x,=6
................................................ v.b (X1,)
x, +2x, =10
intersezione di: ................
2x,—-3x,=6
................................................ VD (i)

e la soluzione ottima

Sviluppare ...
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ESEMPIO 2
I vincoli espressi da equazioni non evidenziano I'inammissibilita, e per cominciare ci si
pone sempre inizialmente nell’origine (s.b. iniziale), che pero per i vincoli di uguaglianza e
inammissibile.

Risolvere il seguente problema:

max = x1 + 5xy + 3x3
s.a. X1+2x+x3=3
2X1 - X2 =4

X1, Xz,X3ZO

E’ possibile segnalare 1'inammissibilita introducendo ulteriori variabili (artificiali o
temporanee) non negative t;, per ogni vincolo del problema iniziale, definendo cosi il
problema “ausiliario” attraverso i vincoli :

X1 + 2X2 + X3 + =3
2xq - X, + + L =4
X1, X2, X3, t1, tz, >0

A questo punto I'inammissibilita e rappresentata dalla funzione y = t;+ t, e per poterla
eliminare si sviluppera la fase 1 in cui si minimizzera la funzione , che rappresenta la f.o.
(artificiale) del problema “ausiliario”.

Fase 1
Ritornando al problema ausiliare, avra il seguente modello:

mian- tl-t3= 0
s.a. X1+ 2%+ X3 +t =3
2x1 - X, + t =4
X1, X2, X3, t1, 220

da cui risulta

X1 X2 X3 t t W t. noti
I 1 2 1 1 0 0 3
I 2 -1 0 0 1 0 4
Io 0 0 0 -1 -1 1 0

Sommando alla riga ry le righe r; ed r; si ottiene la nuova riga della f.o. espressa in termini
di v.n.b.

I 1 2 1 1 0 0 3
I, 2 -1 0 0 1 0 4
Iy 0 0 0 -1 -1 1 0

3 1 1 0 0 1 7

Laf.o.e
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e X1 X2 +X3+I.IJ=7

Il tableau iniziale della fase 1 (fase dell’ammissibilita) é:

X1 X2 X3 t t, Y t. noti
I 1 2 1 1 0 0 3
I | 2 -1 0 0 1 0 4
Yo 1

Si comincia ad applicare il procedimento iterativo dell’algoritmo del simplesso sul
problema “ausiliario”.

1° passo entra in base x; ed esce t, elemento pivot e 2 (seconda riga —prima colonna )

— 1 1 -1/2 0 0 1/2 0 2
r=-—r
2
E =r—r 1 2 1 1 0 0 3
0 5/2 1 1 -1/2 0 1
Ty =7, 35 3 1 1 0 0 1 7
el - 0 -
...... 0 - 1
Il tableau ora risulta:
X1 X2 X3 t1 tz LIJ b
1 0o | .. 1 -1/2 0
I 1 - o ... 0
To 0 ceee O - 1

Y=

2° passo entra in base x; ed esce t; elemento pivot e 5/2 (prima riga -seconda colonna)

2/5 2/5 -1/5 0 2/5

~
Il
-~

(N )
o
U

- 1 1/2 0 0 /2 0 2

1
(e

Esercitazioni: A/goritmo del simplesso (b)



0 0 5 h 0 _ _ _ 0 _
0 - -
Il tableau infine risulta:
X1 X2 X3 t1 t2 LIJ b
I 0 1 - 0
Io 0 0 0 -1 -1 1 0
W =0 evar. base (x5, x1,)
la soluzione ottima per il problema ausiliario eé:
X1= ooeen
Xy =
X3 = oooaen
y=
ed essa costituisce la s.b.a. per il problema originario.
Fase 2
max @ =min® con @ =-P
min @ = -x; - 5x2 -3x3
Il tableau iniziale é:
X X2 X3 P b
1 v v 0
19 e 0 0 ceee
Yo 1 0

Laf.o. va espressa in termini delle v.n.b. quindi la nuova riga relativa ala f.o. si ottiene
sommando alla o -5 r; e - r;quindi si ottiene

4/5X3+(P—=—21f5

Il tableau diventa:

X1 X2 X3 ) b
I 0 1 o ...
I 1 0 0
Io 0 0 1 e

La soluzione di base cosi determinata non & quella ottimale, giacché il valore di un
coefficiente di costo relativo e ancora positivo.
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Questo significa che la soluzione di base corrente non e ottimale e che la v.nb. x; &
candidata ad entrare in base, dal momento che il relativo coefficiente di costo relativo &
strettamente positivo.

Per introdurre la variabile x; nella base: dobbiamo applicare ancora la generica iterazione
dell’algoritmo del simplesso.

1° passo entra in base x; ed esce x elemento pivot e 2/5 (prima riga- terza colonna)

- 5 0 5/2 1 0 1
n=_-n
— 1— 1 0 1/5 0 11/5
g O S
- 0 0
- 4 0 0 4/5 1
oEh T g - N~ 0 -
0 - 0 1 .
Il tableau infine risulta:
- X1 X2 X3 (p t. noti
T 0 ...... 0
19 e 0
Yo 0 e 1

I1 coefficiente di costo relativo della variabile x; ¢ negativo quindi la soluzione trovata ¢ ottima

X1=2 X2=0 X3=1 (P=-5
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